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� � 摘 � 要: � 第三代移动通信系统 IMT�2000 的高速率业务倾向于选择 Turbo 码,这就要求采用低时延、低复杂度

的迭代译码技术,主要是软输出 Viterbi算法( SOVA)和 Max�Log�MAP 算法.在先验等概和无限译码深度条件下,已证

明略加修改的 SOVA 等效于 Max�Log�MAP 算法.由于在迭代译码中, 先验概率须不断更新, 本文证明了在存在先验

概率的条件下改进型 SOVA 与 Max�Log�MAP 也是等效的,并讨论了有限译码深度限制下改进型 SOVA 与滑动窗口

Max�Log�MAP算法的等效性.
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Modified SOVA�Based Turbo Decoding
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Abstract: � Turbo codes are preferr ed for high rate data services in the t hir d gener at ion mobile communication system

IMT�2000. T hus low decoding delay and low complexity iterative decoding are of par amount importance. T he modiffied soft

output V iterbi algorithm ( SOVA) and the Max�Log�MAP algor ithm are such decoding techniques. The equivalence o f t he

modified SOVA and Max�Log�MAP algo rithm has been proven under the condition of no a prio ri information and infinite de�

coding depth. Since t he a priori information has to be updated in iterative decoding , w e prove their equivalence w hen ther e ex�
ists a prior i information in the paper . We also discuss the r elationship between the sliding window Max�Log�MAP algorithm

and the modified SOVA for finite decoding depth.
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1 � 引言
� � Virerbi算法( VA )能实现白噪声下的最大似然译码, 而且

其实现比较简单, 因此被广泛应用于数字通信. 和 Viterbi算法

相比,最大后验概率, ( MAP)译码[ 1]的优点在于能以软值的形

式输出每个符号的后验概率,这对一个要进行后续处理的通信

系统的全局性能有重要意义. 不幸的是, MAP算法的复杂度比

VA 要高得多,不仅需要在格状图上进行前向和后向的递归,而

且须要知道噪声方差. 为了减少复杂度, 出现了两种次最佳算

法: Max�Log�MAP算法和软输出 Viterbi算法( SOVA ) , 它们都

不须要知道噪声方差. Max�Log�MAP算法是 MAP 算法的一种

近似, 也需要在格状图上进行前向和后向的递归, 但度量的计

算被简化; SOVA 有两种不同的更新规则, 分别由 Hagenauer[ 2]

和Fossorier[ 3]提出,本文用原始 SOVA 和改进型 SOVA 来区分

它们. 原始 SOVA 省略了一些更新步骤, 因此易于实现,但性能

较差.改进型 SOVA 是原始 SOVA 的一种改进形式, 在文 [ 3]

中,已经证明了在发送符号先验等概和无限译码深度的条件

下,改进型 SOVA 与 Max�Log�MAP算法是等效的. 文献[ 4]将

这种等效关系推广到多元码,并给出了更简洁的证明.

越来越多的第三代移动通信系统 IMT�2000 建议在高速
率业务中采用了 Turbo 码. 高速率业务的每帧数据最多可能

包含几十 K信息比特, 比如 CDMA2000 [ 9]最长的帧有约 20K

比特, 采用了 8 状态子码, 假设量化为 8 比特, 则仅存储前向

递归度量就需多于 1M 比特的 RAM, 此时直接采用 MAP 算

法无论在计算复杂度上还是在存储要求上都存在很大的问

题. 因此研究低时延、低复杂度的迭代译码很有实用价值, 如

SOVA 和 Max�Log�MAP 算法, 为了降低译码时延, 人们提出

了滑动窗口 Max�Log�MAP算法[ 5] . 本文的目的是以低时延、

低复杂度的迭代译码为背景, 在文献[ 3, 4]的基础上分析这些

算法之间的关系.

第二节分析存在先验信息时 , Max�Log�MAP 算法软输出

的几何意义; 第三节证明在己知先验概率和无限译码深度的

条件下, 改进型 SOVA 与 Max�Log�MAP 算法也是等效的, 而

且有限译码深度限制下改进型 SOVA 与 Max�Log�MAP 近似

等效于滑动窗口 Max�Log�MAP 算法; 第四节通过计算机模

拟, 给出改进型 SOVA、Max�Log�MAP 算法和滑动窗口 Max�
Log�MAP 算法的迭代译码性能,并比较它们的优缺点 .
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2 � 存在先验信息时Max�Log�MAP算法软输出的几
何意义

� � 假设信息序列 u = ( u1 , u2, �, uk )经过编码, 映射为发

送码字 c= s ( u )= ( c 1, c2, �, cN ) , 其中 ci  { - 1, + 1} , i =

1, 2, �, N ; u j  { 0, 1} , j = 1, 2, �, K . 经过加性高斯白噪声

( AWGN)信道,接收矢量为 r = c + n, 式中 n 是一个 N 维的

高斯随机矢量, 其均值为 0, 协方差矩阵为 N 0 / 2I N . MAP 算

法输出每个信息比特的对数似然比( LLR)

�j = ln !
c= s( u) : u

j
= 1

P ( c | r ) / !
c = s( u): u

j
= 0

P ( c | r ) (1)

而 Max�Log�MAP 算法在 MAP 算法的基础上应用近似关系

ln( !
N

i= 1

�i) = ln( max
i  {1, �, N}

{�i } ) ,简化输出的 LLR 为

� � �j ∀ ln[ max
c= s( u) : u

j
= 1

P( c | r ) ] - ln[ max
c= s( u) : u

j
= 0

P ( C | r ) ] (2)

据文献[ 6]有, P( uj = # 1)= A j∃eL ( u
j
) ∃u

j
/ 2 ( A j 是与 u j 无

关的常数) , 则得到 P ( c) = A ∃e L ( c )∃c / 2 ,其中 A = %
K

J = 1

A j 是一

个与 c 无关的常数: & ∃∋表示矢量的内积; L ( c)为一个 N 维矢

量,把它的分量定义为

� � L ( ci ) =
L ( u i ) , � � � c i 为信息位

0, � � � � � c i 为校验位
� � i= 1, 2, �N .

又因为 P ( r )与 c 无关, 则有

P( c | r ) = P ( r | c)∃P ( c) / P ( r )

( exp[ - ) r - c ) 2 / N 0 ]∃exp[ L ( c)∃ c/ 2]

根据上式,式( 2)中右边第一项等效于

ln[ max
c= s( u) : u

j
= 1

P ( c | r ) ]  max
c= s( u) : u

j
= 1

[ - ) r - c) 2/ N 0+ L ( c )∃c / 2]

 min
c= s( u) : u

j
= 1

[ L c∃ ) r - c ) 2- 2L ( c )∃ c] (3)

式中 Lc= 4/ N 0 是一个与 c 无关的正常数.附录中证明了,当

发送端的信息比特先验等概时,令 Lc = 1 并不影响 Max�Log�

MAP译码, 只是它的软值相差一个常系数. 又因为 ) c ) 2、

) L ( c) ) 2、r∃ L ( c)与具体的码字 c 无关� , 所以上式可等效

为

ln[ max
c= s( u) : u

j
= 1

P ( c | r ) ]  min
c= s( u) : u

j
= 1

[ ) r - c )2- 2L ( c)∃c]

 min
c= s( u) : u

j
= 1

) r+ L ( c )- c ) 2

代入式(2)可得

�j ( min
c = s( u) : u

j
= 1

) r+ L ( c)- c ) 2-

min
c = s( u): u

j
= 0

) r + L ( c)- c ) 2 (4)

由式( 4)可以看出, 若把 r+ L ( c)看作译码器的输入, 式

( 4)中右边平方欧氏距离较小的那项将对应于最大似然码字,

而另一项对应于在第 j 位与最大似然码字不同的最相似码

字.因此, Max�Log�MAP的硬判码字是对应输入为 r + L ( c )

的最大似然码字,而输出 LLR 与上述平方欧氏距离的差成比

例.这就是迭代译码中 Max�Log�MAP 的几何解释. 很明显,

当不存在先验信息,即 L ( c)= 0 时,式( 4)变为

�j ( min
c = s( u): u

j
= 1

[ ) r - c ) 2] - min
c= s( u) : u

j
= 0

[ ) r - c ) 2 ]

与文献[ 3]相符.

3 � 存在先验信息时改进型 SOVA与 Max�Log�MAP

的等效性

� � 为了便于讨论, 本文考虑码率为 1/ N (或由它删截而成

的码率为 K / N )的二进制递归系统卷积( RS C)码, 二者的格

状图相同, 每个状态有两条输入支路,分别对应不同的信息比

特 u j  {1, 0} . 编码器的记忆长度是 v .对其它码率的情况可

以类推.

第 k 个译码时刻, 和 Viterbi算法一样, 改进型 SOVA 存

储状态 sk 当前的路径度量  ( sk )和 �+ 1 个最新的信息位 û

( Sk ) = { ûk- �( Sk ) } , 这里 �为改进型 SOVA 的译码深度. 此

外, 改进型 SOVA 还存储对应于 û ( Sk )的可靠性度量 L̂ ( S k)

= { L̂ k- �( Sk) , �, L̂ ( Sk ) } .

在第 k+ 1 个译码时刻,改进型 SOVA 分两步实现. 第一

步和 Viterbi算法一样,计算进入 Sk+ 1的两条支路的路径度量

 ( S 1
k, S k+ 1) ,  ( S 2

k , Sk + 1) ,这里

 ( S i
k, S k+ 1) =  ( S i

k )+ !
N

n= 1

ci
k+ 1, n∃ r k+ 1, n

+ ci
k+ 1, 1∃L ( ck+ 1) , � � � i = 1, 2 ( 5)

取  ( S k+ 1) = min
i  { 1,2}

{  ( S i
k, Sk+ 1 ) } , 确定硬的判决结果 ûk+ 1

( S k+ 1) ,更新 û ( Sk+ 1 ) .

第二步是更新可靠性度量 L̂ ( Sk+ 1) .令 L̂ k+ 1( Sk+ 1 ) = !=

|  ( S 1
k , Sk+ 1 )-  ( S 2

k , Sk+ 1) | , 定义 L̂ ( S 1
k )= { L̂ 1

k- �, �, L̂ 1
k} ,

L̂ ( S
2
k)= { L̂

2
k- �, �, L̂

2
k }为进入状态 SK + 1的两条支路的始发

状态 S1
k, S 2

k 的可靠性度量, 不妨设发自 S 1
k 的支路为存活路

径.对应地, û( s1k) = { û 1
k- �, �, û 1

k } , û ( s 2k ) = { û 2
k- �, �, û2

k}为

这两条路径的最新 �+ 1 个判决值. L̂ ( sk+ 1 )的更新规则为[ 3]

L̂ j ( Sk+ 1 )=
min{!, L̂ 1

j } , � � û2
j ∗ û 1

j

min{!+ L̂ 2
j , L̂ 1

j } , � û 2
j ∗ û1

j

� , j = k- �+ 1, �, k

( 6)

而原始 SOVA只考虑了上式的第一种情况, 对于第二种情况

则保持 L̂ 1
j 不变.

结论 1 � 存在先验信息时, 改进型 SOVA 与 Max�Log�

MAP 算法是等效的.

证明 � 要证明改进型 SOVA与 Max�Log�MAP 算法是等

效的, 就是要证明对于这两个算法,相同的输入导致相同的输

出; 即要证明改进型 SOVA的硬判码字也是对应输入为 r +

L ( c)的最大似然码字,而输出的第 j 个软值正比于最大似然

码字和第 j 位与最大似然码字不同的最相似码字的平方欧氏

距离之差.

首先, 参照式(5) , Vit erbi算法使得度量 r∃c+ L ( c)∃c 最

大, 即,使得) r + L ( c)- c ) 2 最小,所以在译码最后时刻,改

进型 SOVA的硬判码字是对应输入为 r + L ( c)的最大似然
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� L ( u i)是上一级译码的软输出,表示本级译码第 i 位的先验信

息,与 ui= 1还是 ui = 0无关,故 L ( c )与 c 无关.



码字.

图 1 � 改进型 SOVA 的格状图(图中 u , v  { 0, 1} )

其次,由图 1 所示的格状图, 用数学归纳法. 假设在第 k

个译码时刻, L̂ 1
j , L̂ 2

j 分别表示状态 S 1
k , S 2

k 的存活路径 ( Sur�
vivor�1, Sur vivor�2)与最相似路径 ( competitor�1, comp etitor�

2)的路径度量差的绝对值,而且这两条路径在第 j 位的判决

值不同.则在第 k+ 1 个译码时刻,状态 Sk + 1的存活路径必为

S ur vivor�1和 S ur v iv or�2 之一,不妨设为 Sur vivor�1, 其在第

j 位的判决值为 u. 则到达状态 S k+ 1且满足 û j ∗ u 的最相似

路径是 sur vivor�2、competitor�1、comp etitor�2 三者之一. 否则,

如果存在另外一条到达状态 Sk+ 1且比这三条路径的度量更

大的路径,由图 1 可知, 此路径必须经过 S 1
k 或 S 2

k, 则它比延

伸前的 sur vivor�2 或 competitor�1、competitor�2 有更大的路

径度量, 这与 s ur vivor�2、competitor�1、co mp etitor�2 的定义矛
盾.在图 1 中,如果 u ∗ v 则最相似路径在 competitor�1、sur�

vivor�2 中选取, 此时存活路径与第 j 位不同的最相似路径的

度量差的绝对值为 min{!, L̂ 1
j } : 如果 u = v ,则最相似路径在

comp etitor�1、comp etitor�2 中选取,此时存活路径与第 j 位不

同的最相似路径的度量差的绝对值为 min{!+ L̂ 2
j , L̂ 1

j } } . 这

正是改进型 SOVA 的更新规则, L̂ j ( Sk+ 1)也表示了状态 S k+ 1

的存活路径与第 j 位不同的最相似路径的平方欧氏距离之

差.所以改进型 SOVA式( 5)的度量计算和式(6)的更新规则

必然产生 Max�Log�MAP 算法式(4)的软输出. +

应该指出的是, 上述改进型 SOVA 与 Mox�Log�MAP 算

法的等效是有条件的,其条件是改进型 SOVA 的译码深度等

于码长, 即无限译码深度,这样将导致很大的译码时延、存储

和复杂度.

为了降低译码时延,实际情况中 SOVA 总是与 Viterbi算

法一样,以一定的译码深度输出软值, 这时它的译码时延就是

译码深度 �. 文 [ 5]中提出了滑动窗口 Max�Log�MAP ( SW�
Max�Log�MAP)算法, 它的前向递归与 Max�Log�MAP 算法完

全一样,但逆向递归不是从最后时刻才开始. 对于窗口宽度为

�的 SW�Max�Log�MAP来说, 第 k 个 LLR 由从时刻 0 到时

刻 k 为止前向递归和从时刻 k+ �到时刻 k 为止的逆向递归

产生,其译码时延也是 �,如图 2 所示. 那么改进型 SOVA 与

SW�Max�Log�MAP的关系是怎样的呢? 由于两种算法的递

归在时间上是不同的,文献 [ 4]误认为它们的功能是不同的.

下面将证明,这两种算法是近似等效的.

结论 2� 译码深度为 �的改进型 SOVA 与窗口宽度为 �

的 Max�Log�MAP是近似等效的.

证明 � 参见图 2, 图中画出了四种算法的递归在时间上

的对比.

首先比较译码深度为 �的改进型 SOVA 和无限译码深

度(在图 2 中相当于译码深度为 k+ �)的改进型 SOVA. 注意

到改进型 SOVA 的第 k 个LLR 的迭代(6)只与时刻 k 之后的

! 有关,因此, 译码深度截短为 �只是使得时刻 k 之前的软值

与无限译码深度的改进型 SOVA 不同 (事实上无限深度的改

进型 SOVA 的这些软值更为精确) , 但就第 k 个(和 k 之后

的) LLR来说, 二者输出的软值是相同的.

再考虑 SW�Max�Log�MAP,很明显, 就第 k 个的 LLR 而

言, 它与 SW�Max�Log�MAP 的递归完全相同, 故而二者第 k

个 LLR 相同. 二者的不同点是时刻 k 之前的软值不同(事实

上 Max�Log�MAP算法的这些软值更为精确) .

文献[ 3, 4]已证明, 无限译码深度改进型 SOVA 与长度

为 k + � 的 SW�Max�Log�MAP 算法等效. 所以, 就第 k 个

LLR 而言,译码深度为 �的改进型 SOVA与窗口宽度为 �的

SW�Max�Log�MAP 是近似等效的. +
须要说明的一点是, 对于 Max�Log�MAP 译码和窗口宽

度等于码长的改进型 SOVA 译码,可以在 k 个信息比特的末

尾添加 v 个结尾比特, 使编码器的最终状态归零, 从而使 SO�

VA 的软输出唯一,二者是严格等效的. 但是在时延为 �的算

法中, SW�Max�Log�MAP的逆向递归初始状态无法确定, 只

能假设为均匀分布; 而 SOVA 的软输出有 2v 种选择, 我们选

择度量  ( Sk+ 1)最大的状态所对应的软值作为输出 LLR. 前

者考虑了所有的状态, 后者只考虑了最大似然状态, 所以改进

型 SOVA的性能有微小的差异. +

图 2 � 四种算法的递归在时间上的对比

4 � 仿真结果及比较
� � 图 3 模似了译码深度 �取 32 时, 分别采用原始 SOVA、

改进型 SOVA 和 SW�Max�Log�MAP 算法进行译码的 Turbo

码性能. 作为比较,图中还给出了 Max�Log�MAP 算法的性能

曲线. 模拟时 Turbo码的子码是 16 状态的(31, 33)码, 帧长 N

= 1024, 没有任何结尾比特, 伪随机交织, 对两个子码编码器

的校验位进行删截, 使得总的码率 R = 1/ 2, 采用 8 次迭代译

码. 可以看出,由于原始 SOVA 省略了一些更新步骤, 其性能

比改进型 SOVA 大约差 0�5dB. 而改进型 SOVA 的性能与

SW�Max�Log�MAP 算法基本相同, 验证了它们之间的近似等

效性. 由于存在有限译码深度的限制,它们的软输出无法做到

完全等同, 从而它们的性能略有差异.图中的曲线显示改进型

SOVA 的性能略逊于 SW�Max�Log�MAP, 性能差大约为

0�1dB. 模拟时还发现, 对于改进型 SOVA, �的取值越大, 其

性能就越接近于 Max�Log�MAP, 但改善越来越少, �= 32 是

性能与复杂度较好的折衷.
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图 3 � �= 32时各算法的 Turbo 译码性能曲线

各种算法每输出一个 LRR的运算复杂度比较如表 1. 假

设取大操作、加法、位比较三种操作是等复杂度的, 则当 v =

4, �= 8 , v = 32 时, 原始 SOVA 的复杂度比 Max�Log�MAP

算法复杂度低一半, 而改进型 SOVA 的复杂度比原始 SOVA

高,与 SW�Max�Log�MAP算法基本相同.

存储复杂度方面,改进型 SOVA 需要一个 �, 2v 的存储

矩阵用于存储 LLR, 而 SW�Max�Log�MAP 仅需 2v 个存储单

元用于存储逆向递归度量.但由式( 6)可知, 改进型 SOVA 的

�级度量更新中, 各级之间是相互独立的, 可以并行实现, 而

SW�Max�Log�MAP的 �级逆向度量计算则得逐级串行实现.

表 1 � 运算复杂度对照表

取大操作 加法 位比较

Max�Log�MAP [7] 5, 2 v- 2 10, 2v+ 11 0

SW�Max�Log�MAP (�+ 5) , 2 v ( 3, �+ 7) , 2 v 0

原始 SOVA [7] �/ 2+ 2 v 2, 2v+ 8 �

改进型 SOVA (�+ 1) , 2 v �, 2 v �, 2v

5 � 结论
� � 本文证明了在已知先验概率的条件下, 改进型 SOVA 与

Max�Log�MAP算法的近似等效性, 论证了有限译码深度限制

下改进型 SOVA 与滑动窗口 Max�Log�MAP算法的近似等效

性.迭代译码中, 大量中间计算结果的存储在硬件实现时是一

个关键的问题, 改进型 SOVA 比较适合帧长很长的场合. 由

于现代芯片的集成度越来越高, 硬件实现对复杂度的要求有

所降低,所以在用硬件实现 Turbo 码的译码器时,对算法的性

能、计算复杂度和时延要综合考虑. 如果系统要求有很低的时

延,而且芯片(如 FPGA )并行计算能力较强, 则改进型 SOVA

似乎是一个比较好的选择.

附录

文献[ 8]证明了对于 SOVA 译码, 令 L c= 1 不影响译码,

这里的证明是类似的, Max�Log�MAP 算法第 i 级译码的输出

L i( ûk )可分成两部分: 一部分是内信息 L i
I ( ûk ) ,由信道输入

L c∃ r 和前级译码产出的先验信息 L
i
( uk )组成; 另一部分是外

信息 L i
E ( ûk) ,它作为下一级译码的先验信息, 所以在下一级

译码前要计算 L i
E ( ûk ) = L i ( ûk ) - L i

I ( ûk) . 观察一下式( 3) ,

由于在第一级译码的先验信息 L 1( uk )= 0, L c 可以从 min{∃}

中提出来, 最后,它成为输出 L 1( ûk )的一个正的常数因子, 则

第二级译码的先验信息 L 2 ( uk ) = L 1 ( ûk ) , 也有因子 L c . 这

样, 在第二级, L 2 ( uk)、L c∃ r 都具有因子L c , 在以后各级也具

有因子 L c . 所以,为简化计算, 令 Lc= 1 不会影响译码性能.
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